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 Abstrakt 
 
Tato práce řeší plánování trajektorie a řízení pro dvoukolová (2WS) a čtyřkolová (4WS) vozidla 
v prostředí se statickými překážkami. V Rešerši jsou popsány používané algoritmy pro vozidla 
s předními řízenými koly. Dále je analyzován kinematický model, který je zjednodušen. Problém 
hledání trajektorie je řešen v aplikaci Matlab pomocí metody diskretizace trajektorie a hledání ve 
stavovém prostoru. Implementovaný algoritmus řeší kolize s překážkami už při získání mapy a ne-
zatěžuje tím samotné hledání trasy. Algoritmus je nakonec otestován na dvoukolovém vozítku. Vy-
tvořené řešení poskytuje možnost aplikace na různá vozidla s jinými pohybovými možnostmi, do-
konce i na hledání trajektorie ve třídimenzionálním pracovním prostoru, po úpravě. Výsledky této 









This thesis deals with trajectory planning and driving for two-wheel steering (2WS) and four-wheel 
steering (4WS) vehicle in environment with static obstacles. Algorithms, mentioned in the search, 
are used for planning the path for vehicles with front wheel steering. The kinematic model is ana-
lyzed and simplified. The problem of trajectory planning is solved in Matlab using trajectory dis-
cretization and searching within the state space. The implemented algorithm deals with obstacle 
collisions as long as the map is obtained, therefore the planning does not take so much computa-
tional time. Finally, the algorithm is tested on a two-wheel minibike. The solution is applicable for 
variety of vehicles with additional movement possibilities, even when adapted it can deal with 
planning in the three dimensional workspace. The results of this thesis are applicable for planning 
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Dopravní prostředky jsou v dnešní době rozsáhlým tématem. Automobilky si konkurují v mnoha 
odvětvích, a proto se snaží vyvíjet nové technologie. Jednou z nejaktuálnějších novinek je automa-
tické řízení bez pomoci člověka. Ke konci devadesátých let minulého století se výpočetní elektroni-
ka vyvinula do podoby, kdy bylo možné poprvé úspěšně otestovat automatické podélné parkování. 
V roce 2003 Toyota jako první použila ve svém hybridním modelu Prius inteligentní parkovací asis-
tenční systém IPAS. Dnes už dokáže automaticky parkovat mnoho automobilů, včetně české značky 
Škody Auto, ale také mají automobilky v plánu nabídnout na trh plně ovládané auto na silnicích i 
dálnicích a to do roku 2020. Toyota slibuje takovýto automobil do roku 2016, přičemž už jej více 
než dva roky testuje na japonských silnicích. 
 Vozy s automatickým parkováním či plnohodnotným řízením jsou nejen pohodlnější, ale 
šetří energii, čas a prostor potřebný pro manévrování, a v neposlední řadě jsou bezpečnější díky 
tomu, že předcházejí kolizím s okolními překážkami a redukují lidskou chybu. Vytvořený řídicí 
systém musí splňovat očekávání a kritéria jakými jsou přesnost, rychlost výpočtu, použitelnost, va-
riabilita. 
 Bakalářská práce je zaměřena na hledání trasy mezi dvěma body a na následném řízení vo-
zidla. Zpočátku jsou popsány rešerše, týkající se základních metod pro hledání a plánování trasy. 
Tyto metody jsou používány v několika algoritmech plánování trasy, které jsou v rešerši detailně 
popsány. Ten nejvhodnější je implementován pro dvoukolové i čtyřkolové vozidlo v programova-










2 Cíle práce 
Cílem práce bylo navrhnout a vytvořit algoritmus pro plánování a řízení trajektorie pro čtyřkolová 
vozidla v prostředí se statickými překážkami, vhodný např. pro automatické parkování. Algoritmus 
by měl být schopen použít dostatečně přesnou aproximaci okolního prostředí a využít maximální 
volný prostor pro naplánování trajektorie. Výpočet trajektorie by měl trvat maximálně několik 
sekund, aby mohl být použitelný k reálným úkonům. Algoritmus by také měl být přizpůsobivý to-
mu, jaké pohyby předdefinujeme vozidlu, abychom mohli použít a srovnat např. vozidlo se dvěma 
nebo i čtyřmi řízenými koly. 
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3 Rešerše 
V této kapitole jsou zpočátku popsány aspekty omezující vozidlo při pohybu a digitalizace prostře-
dí, ve kterém se pohybuje. Pohyb je popsán v další části této kapitoly kinematickým modelem pro 
auto, řízeno dvěma a čtyřmi koly. Následuje podkapitola věnující se obecně plánováním trajektorie 
a pak detailně konkrétním plánovačům trajektorie, které jsou mezi sebou srovnávány. 
3.1 Vozidlo a jeho okolí 
Plánování trajektorie je užitečné pro jakékoliv transportní zařízení, které může být počítačově říze-
no. Proto bylo v téhle oblasti provedeno nespočetné množství studií týkající se metod jak nalézt 
cestu mezi počátečním a koncovým bodem na mapě okolního prostředí. Aby byla trajektorie úspěš-
ně nalezena, musí se deklarovat vozidlo, jeho chování a také prostor, ve kterém se pohybuje. 
 
Auto 
Auto je neholonomní typ čtyřkolového vozidla. Na rozdíl od holonomního se může pohybovat pou-
ze omezenými pohyby, které jsou vymezeny geometrií a rozmístěním kol. Omezujícím parametrem 
je natočení kol kolem svislé osy. Popis kinematického modelu auta je popsán v kap. 3.2. Auto je 




Prostředí, nebo také pracovní prostor, se skládá z volného prostoru a z překážek, či z nebezpečných 
zón, jakými můžou být okraje či převisy. Pro jednoduchost je prostředí ve 2D a je popsáno buď 
diskrétně, anebo spojitě.  
 
- Diskrétní: Prostředí je popsáno nejčastěji jako mřížka s buňkami (obrázek 3.1), ve kterých je 
zapsán charakter buňky (volný prostor, překážka, nebezpečí, apod.). Díky zvýšení počtu bu-
něk dosáhneme vyšší přesnosti v rámci prostředí, na druhou stranu se zvýší výpočetní náro-
ky. Stále ale platí, že rozměry buňky by měly být menší, než jsou rozměry vozidla. 
 
Obr. 3.1 Diskrétní prostředí [1] 
 
- Spojité: Překážky v tomto popisu prostředí jsou definovány spojitě a přesněji než v diskrét-
ním, přesto zvyšují nároky na hledání trasy a je obtížnější s nimi pracovat. Příklad takového 
prostředí je na obrázku 3.2. 
  14 
 
 




Konfigurační prostor C(x, y, θ) je vytvořen z pracovního prostoru P(x, y) za tím účelem, aby bylo 
možno chápat vozidlo jako orientovaný bod, nikoliv prostorové těleso. Konfigurační prostor má 
tedy o jednu dimenzi navíc, která charakterizuje úhel natočení θ vozidla v prostoru (neboli jeho 
orientaci). Rozměr třetí dimenze je od 0 do 2π. Výsledná cesta je potom křivka v tomto 3D prosto-
ru, jak je vidět v obrázku 3.3. Naopak u pracovního prostoru je cesta zobrazena jako projetá oblast 
(na obrázku vlevo).  
 
 
Obr. 3.3 Vyobrazení konfiguračního prostoru [2] 
Konfigurační prostor je tvořen tak, že se ke každému bodu pracovního prostoru přičte půdorys ro-
bota. Půdorys je před přičtením ještě převrácen podle středové souměrnosti se středem v počátku 
souřadného systému robota. Příklad konfiguračního prostoru trojúhelníkového robota je na obrázku 
3.4. 
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Obr. 3.4 Konfigurační prostor CO(𝜗j=0) trojúhelníkového robota [2] 
 
K výpočtu konfiguračního prostoru lze použít Minkowskiho sumaci. V [7] se nachází již vytvořená 
Minkowskiho sumace pro MATLAB 
 
S = minksum(A,B)  
 
Tato funkce Minkowskiho sumace na obrázku 3.5 sčítá dvě různé množiny bodů (modrá a zelená 
barva) do výsledné třetí množiny (červená). Jsou-li množiny vyjádřeny v souřadnicích, jedná se o 
přičítání souřadnic první množiny k bodům druhé množiny. Při výpočtu nezáleží na pořadí sčíta-




Obr. 3.5 Minkowskiho sumace dvou množin bodů [7] 
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Časová omezenost  
Plánování trajektorie v prostředí se statickými překážkami a nízkou provozní rychlostí není příliš 
časově náchylná, přesto je pro některé úkoly vhodnější vyšší rychlost výpočtu, při tom se ale nutně 
musí snížit přesnost a bezpečnost. 
 
3.2 Kinematický model pro neholonomní 2WS a 4WS vozidlo  
Abychom mohli zjednodušit model vozidla a následně plánovat jeho trajektorii, je žádoucí se zabý-
vat kinematickými a geometrickými veličinami vozidla. Pro usnadnění vyjádření různých veličin je 
vhodné použít tzv. pseudobicykl, jež nahrazuje čtyřkolové vozidlo dvoukolovým, jako je tomu v 
obrázku 3.6. 
 
Obr. 3.6 Čtyřkolové vozidlo (vlevo) a pseudobicykl (vpravo) [4] 
 
Pro vyjádření kinematických veličin na vozidle se obvykle využívá kinematického modelu, kon-
krétně v [3]. Tento model slouží k popisu vztahů mezi poloměrem otáčení, úhlem natočení kol a 
také rychlostmi. 
 
Pro použití kinematického modelu k řízení pohybu musíme předpokládat, že: 
 
1. Auto se pohybuje pomalu. 
2. Motory jsou značně předimenzovány. 
3. Dynamické a přechodové děje jsou zanedbány. 
4. Kola auta se odvalují a nesmýkají. 
 
Modely zahrnují Ackermanovské řízení, což znamená, že kola jsou při zatáčení různě natočena tak, 
aby se správně valila a nesmýkala. Tato skutečnost je ve vozidlech zajištěna mechanicky nebo elek-
tronicky. 
 
Kinematický model pro 2WS 
Tento model je degenerovaný model 4WS kinematického modelu, právě proto, že kola na zadní 
nápravě jsou natočena vždy v podélném směru. Poloha středu otáčení vozidla (bod M) pak leží na 
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přímce procházející osou zadních kol vozidla. Z jednoduchých pravoúhlých trojúhelníků (M12, 
MAB, M34) se dá pomocí goniometrických funkcí vyjádřit vztah mezi úhlem natočení kola a polo-
hou bodu M. 
 
 




Z obrázku 3.7 lze vidět, že při zatáčení vlevo je nejvíce vytočeno levé kolo. Pokud tedy bereme 
v úvahu omezení v natočení kola, pak je omezeno nejdříve vnitřní kolo. Když tedy provedeme 
zjednodušení čtyřkolového vozidla na pseudobicykl (A-B), je třeba počítat s větším omezením na-
točení kol pseudobicyklu, než kola samotného. 
 
Kinematický model pro 4 WS 
Kinematika 4WS je značně složitější, avšak funguje na stejném principu jako 2WS. Jak je vidět na 
obrázku, poloha středu otáčení už není omezena na přímku, ale na polohu v rovinném prostoru. Dů-
ležité jsou rychlosti kol, protože přední a zadní kolo pseudobicyklu opisuje větší a menší kružnici. 
Rychlosti kol jsou dány podle obrázku 3.8 takto: 
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Přičemž platí tyto rovnice obdobně pro 2WS vozidlo. 
 
 
Obr. 3.8 Kinematický model pro 4 WS [3] 
3.3 Plánovače trajektorie 
 
Existuje mnoho způsobů, jak dosáhnout požadované cesty a cíle. Pro nejvyšší efektivitu hledání 
trajektorie jsou v této kapitole popsány základní principy, nejpoužívanější metody a jejich algorit-
my. Jak se ukáže, každá metoda má svůj charakter a je vhodná pro určité požadavky a naopak má i 
své mantinely. Proto je důležité věnovat pozornost jejich chování v možných krajních situacích, aby 
byla zajištěna jejich stabilita a konvergence k řešení. Metody jsou na konci kapitoly srovnány a 
hodnoceny. 
3.3.1 Souhrn základních principů používaných pro plánování trajektorie 
 
Metody rozkladu do buněk 
Metody jsou založeny na rozdělení mapy na buňky určitého tvaru a velikosti. V těchto buňkách se 
poté určí, jestli nekolidují s překážkou a také se v ní určí sousední buňky. Z obdržených informací 
se seskládá tzv. graf sousednosti bodů, mezi nimiž se vytvoří spojnice. Pro rozdělení prostředí se 
používá buď aproximativní rozklad, nebo exaktní. 
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Obr. 3.9 Aproximativní rozklad do buněk [1] 
 
Aproximativní rozklad (obrázek 3.9) rozkládá prostor do buněk stejného tvaru a velikosti. Obsahu-
je-li vytvořená buňka alespoň jeden bod překážky, označuje se celá jako kolidující. Mapa se tak 
ochudí o volný prostor a muže se stát, že přestože trasa existuje, algoritmus ji nenajde. 
Exaktní rozklad (obrázek 3.10) rozkládá do geometrických útvarů, které se navzájem nepřekrývají. 
Většinou to bývají trojúhelníky či lichoběžníky. Výsledná cesta je pak nalezena mezi startem a cí-
lem pomocí přechodných bodů mezi buňkami. Přechodné body jsou na hraně sousedních buněk 
v bezpečné vzdálenosti od konců dané hrany. 
 
 





Tyto metody jsou dobře využitelné při plánování pro situaci, kdy budeme využívat více cest. Spočí-
vá ve vytvoření bodů ve volném prostoru, jejichž spojnice jsou možné cesty mezi nimi. Konkrétní 
algoritmus potom hledá vhodnou cestu mezi startem a cílem propojováním těchto bodů. Algoritmy 
jsou postaveny na deterministickém či pravděpodobnostním základu. 
 
Deterministické algoritmy pracují se spojitým prostorem a využívají graf tečen nebo graf viditelnos-
ti [1]. Použitelný je také Voronoiův diagram, který se hodí spíše pro prostory s bodovými překáž-
kami. 
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Pravděpodobnostní algoritmy náhodně vybírají body z volného prostoru, jejichž spojnice tvoří cesty 
mezi nimi, dokud dostatečně neobsáhnou volný prostor. Následně je ze startovního bodu do cílové-
ho vybírána trasa mezi body. 
 
 




Princip spočívá ve vytvoření potenciálního pole se záporným gradientem od startu k cíli (tj. od nej-
vyššího bodu k nejnižšímu), přičemž překážky nabývají vyšších hodnot než samotný start a způso-
bují kolem sebe vyšší potenciál, za účelem aby projíždějící vozidlo do nich nenarazilo. Tyto poten-
ciálová pole (přitažlivé a odpudivé) se sečtou a výsledná cesta je pak nalezena tak, že každým dal-
ším průjezdním bodem je sousední bod s nejnižším potenciálem. Aby se předešlo uvíznutí algorit-
mu v lokálním minimu, je celý proces proveden ještě jednou inverzně od cíle ke startu, čímž se 
zbavíme jakéhokoliv lokálního minima. 
 
 
Obr. 3.12 Potenciální pole mapy [5] 
  
 
3.3.2 Plánovače a jejich základní algoritmy 
 
PRM (Probablistic Roadmaps)  
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Tyto plánovače používají mapy cest (viz výše) a používají pravděpodobnostní algoritmus.  
Příkladem je RRT (Rapidly-Exploring Random Trees) [1] 
 




Obr. 3.13 mechanizmus RRT [1] 
 
Popis hlavního algoritmu: 
Nejdříve je ve funkci BUILD_RRT určen kořen stromu T (počáteční konfigurace qinit ). V cyklu, 
který následuje, se volají funkce RANDOM_CONF a EXTEND v každé K-té iteraci. RAN-
DOM_CONF slouží k vygenerování náhodné nové konfigurace qrand, která je v konfiguračním pro-
storu. Funkce EXTEND pak umožňuje vytvářet konfigurace směrem ke qrand. Ve funkci EXTEND 
nejprve voláme funkci NEAREST_NEIGHBOUR, ta najde qnear, což je nejbližší konfigurace k ná-
hodnému qrand. K vypočtení nové konfigurace qnew použijeme další funkci NEW_CONF. Jejím 
vstupem je kromě dosavadních konfigurací také unew(ε v obrázku 3.14), což je inkrementální vzdá-
lenost nasměrovaná ke qrand. Po spočtení qnew se ještě zkontroluje, jestli neleží v oblasti kolidující s 
překážkou. Vzdálenost bodu qnew od bodu qrand se následně porovnává se vzdáleností δ. Funkce 
EXTEND nakonec vrací 3 možné odpovědi. Těmi jsou buď Reached (dosaženo), kdy bylo dosaže-
no qrand , nebo Advanced (rozšířeno), nebo také Trapped (uvězněn) kdy nelze najít novou konfigu-
raci. V závislosti na K (počtu iterací) vytváří struktura nové body a objevuje tak nová místa. 
RRT je pravděpodobnostní algoritmus, proto také pravděpodobně konverguje k cíli.  Jistota naleze-
ní cíle je dosažena, když se počet iterací blíží k nekonečnu. Na druhou stranu se rychle rozrůstá do 
vzdálených neznámých oblastí, což je jeho významné plus. 
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Obr. 3.14 Šíření RRT [1] 
Na obrázku 3.14 nahoře vidíme šíření RRT plánovače a dole Voronoiův diagram těchto bodů šíření.  
Existuje řada vylepšujících metod pro RRT jako je např. plánovač se spádem k cíli, který je úpra-
vou RANDOM_CONF a napomáhá stromu směřovat směrem k cíli, nese s tím ale bohužel riziko 
uvíznutí v lokálním minimu.  
 
Plánovač se zaměřením na cíl upravuje také RANDOM_CONF a zmenšuje riziko uvíznutí v mini-
mu tak, že vytváří náhodné body i okolo qgoal, riziko ovšem úplně eliminováno není. Dalším vylep-
šením je dvousměrný plánovač, který vytváří strom jak od startu, tak od cíle a rozrůstá se, dokud se 




IGPPR (The Intelligent Global Path Planner With Replanning) 
Algoritmus je založen na principu mapy cest (viz kap. 3.3.1 Mapy cest). Vhodným grafem mapy je 
tzv. graf se základními skoky. Pracovní prostor je rozdělen do matice buněk, do kterých jsou umis-
ťovány vrcholy grafu. Skoky jsou tvořeny šesticí pohybů jako v obrázku 3.15. Tyto skoky tvoří 
hrany grafu. Výsledná cesta je spojnice mezi hranami grafu. 
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Obr. 3.15 IGPPR s šesti skoky [1] 
 
 
Po nalezení hran a vrcholů grafu následuje nalezení optimální cesty pomocí řady prohledávacích 
metod. Dají se použít hloubkové metody (depth-first search), šířkové (breadth-first search), Dijks-
trův algoritmus anebo A* . Tyto algoritmy procházejí graf iteračně od startu po cíl. A* používá heu-
ristické ohodnocení dvojího druhu. Prvním je ohodnocení euklidovské vzdálenosti mezi vrcholy Ni 
a Ngoal. Druhým je ohodnocení nejkratší vzdálenosti k Ngoal procházející kolem překážek. Výpočet 
druhého ohodnocení ovšem vyžaduje předem spočítat mapu s ohodnoceními, která lze získat poten-
ciálovou metodou a přiřazováním vzdálenosti od cíle včetně vyhýbání překážek, přičemž je vhodné 
využít šíření do více směrů, než jen do osmi sousedních buněk. Rozdíl mezi ohodnoceními je patrný 
z obrázku 3.16. 
 
 




ISSD (Incorporating State Space Discretization) 
Metoda využívá rozdělení stavového prostoru do menších buněk. Aby se předešlo příliš blízkým 
vrcholům, které nadměrně prodlužují výpočet, je pro každou buňku povolen pouze jeden vrchol 
prohledávaného grafu jako na obrázku 3.17 vpravo. 
Nejprve se tedy prostor rozdělí do matice D buněk o velikosti n, přitom se ignoruje kolize s překáž-
kami. Rozdělit prostor můžeme kubickým rozdělením, nebo pomocí Voronoiových oblastí. Násled-
ně je prostor prohledáván pomocí jakéhokoliv systematického prohledávacího algoritmu, používají-
cím pohyb, který je zdiskretizován, jako např. Dubinsovo auto, které nejezdí vzad. Důležité je zdis-
kretizovat trajektorii. Při prohledávání prostoru se kontroluje, které buňky už byly diskretizovaným 
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pohybem navštíveny. Buňka tedy může být Visited (navštívená) nebo Unvisited (nenavštívená). 
Startovní buňka je zpočátku jako jediná označená jako Visited. 
 
 
Obr. 3.17 Dosažitelný graf pro Dubinsovo auto. [1] 
 
Základní algoritmus [1]: 
 
 
Vrcholy grafu jsou vytvořeny pomocí algoritmu tak, že pokud leží nový vrchol v buňce, která je 
označená jako nenavštívená a taktéž neleží na překážce, je uložen do fronty Q. Pak se buňka označí 
jako navštívená a v pokračování procedury už se ve while smyčce nepustí dál. Funkce REACHED 
vrací segmenty trajektorie, které nekolidují s překážkami a jsou tím pádem možnou trasou vozidla. 
Algoritmus se dá podle potřeby optimalizovat seřazením fronty Q, když se fronta seřadí podle zvo-
leného kritéria. Kritériem může být počet kroků nebo počet změn pohybů. 
 
 
Metoda používající SPT (Slice Projection Technique) [5][6] 
Metoda se podobá metodě ISSD, protože provádí diskretizaci trajektorií. Na rozdíl od ISSD nekon-
troluje kolizi s překážkami při každém kroku algoritmu, nýbrž už při získání pracovního prostoru. 
Při prohledávání není prostor rozdělen na velké buňky. Díky tomu se mnohem lépe využívá prostor, 
ve kterém se vozidlo pohybuje. Metodu lze rozdělit na tři základní části: 
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První část metody je tzv. preprocessing. Účelem této části je reprezentovat vozidlo jako bod, nikoliv 
jako prostorové těleso, a z toho důvodu určit bezpečnostní zóny kolem překážek. Bezpečnostní zóna 
pak určuje oblasti, ve kterých nesmí vozidlo (reprezentovaný bod) stát, či vykonat zvolený pohyb. 
Pracovní prostor se transformuje do konfiguračního prostoru CO (viz kapitola 3.1), což je určení 
bezpečnostní zóny (konkrétní je na obrázku 3.18 a), b) a c)).  
Teprve potom se mohou vytvořit také konfigurační prostory COrot(x, y, 𝜗)  pro diskretizované ro-
tační pohyby. Konkrétní získání konfiguračního prostoru rotačního pohybu (s otočením vozidla o 




1. Stanoví se počátek p(x, y) trajektorie (referenční bod na vozidle). 
2. Spočítá se trajektorie diskretizovaného pohybu. 
3. Pro každou polohu q(xi, yi,𝜗i) na trajektorii pohybu se: 
A) Získá konfigurační prostor CO(𝜗i). 
B) Posune konfigurační prostor CO(𝜗i) o rozdíl p(x, y) - q(xi, yi). 
4. Konfigurační prostor pohybu je součtem posunutých konfiguračních prostorů. 
 
 
Obr. 3.18 Konfigurační prostor rotačního pohybu [6] 
 
Druhá část metody (algoritmus 2) je určena k prohledávání konfiguračního prostoru, které je zalo-
ženo na nacházení dosažitelného prostoru (Reachable Region, zkr. RR), neboli oblasti, kam může 
dané vozidlo dojet z výchozího bodu. K prohledávání jsou užity dva druhy pohybu, a to translační 
(zkr. TP) a rotační (zkr. RP). 
 
TP – Translační pohyb koná 2WS vozidlo, když jsou při pohybu všechna kola natočena stejným 
směrem. Vozidlo tedy při pohybu nezatáčí. 
RP – Rotační pohyb koná 2WS vozidlo, když jsou přední kola při pohybu natočena jiným směrem 
než zadní. Vozidlo tedy při pohybu zatáčí. 
 
Při počítání RR algoritmus 2 začíná translačním pohybem TP, mezitím se střídají pohyby rotační  
RP (počítány v algoritmu 1) a translační TP. RP a TP spolu tvoří vždy sekvenci. Algoritmus 2 začí-
ná v cílové poloze qgoal a s každou další sekvencí se získá nový dosažitelný prostor. Algoritmus běží 
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do té doby, až RR obsahuje startovní polohu qinit. Obrázek 3.19 ukazuje získání nového RRi (šrafo-
vaná plocha na obrázku d)). Algoritmus pro získání dosažitelného prostoru: 
 
Algoritmus 2: 
1. Index i je na počátku roven jedné. Z výchozího bodu qgoal se vypočítá dosažitelný 
prostor RRi,1. Dosažitelný prostor RRi,1 je omezen konfiguračním prostorem CO (čár-
kovaně ohraničená plocha na obrázku 3.19 b)). Je využit pouze TP. 
 
2. Pro všechny body v RRi,1 se vypočítá dosažitelný prostor RRi,2. RRi,2 je omezen kon-
figuračním prostorem rotačního pohybu COrot (přiblížená šrafovaná plocha na obráz-
ku 3.19 c)). Je využit pouze RP. 
 
3. Pro všechny body v RRi,2 se vypočítá nový dosažitelný prostor RRi (šrafovaná plocha 
na obrázku 3.19 d)). Dosažitelný prostor RRi je omezen konfiguračním prostorem 
CO (čárkovaně ohraničená plocha na obrázku 3.19 d)). Je využit pouze TP. 
 
4. Neobsahuje-li nově získaný RRi startovní polohu qinit, pak se RRi uloží do RRi+1,1, in-
dex i se inkrementuje o jedna a algoritmus 2 pokračuje krokem 2. 
 
Obr. 3.19 Získání i-tého dosažitelného prostoru [6] 
 
 
Třetí část metody nastane když RRi obsahuje startovní polohu qinit. RRi se prohlásí za tzv. GRSR 
(goal reachable start region), tzn. startovní oblast, ze které po i krocích dosáhne algoritmus 2 cíle. 
Celý GRSR se nahradí přímo startovní polohou a algoritmus projde zpětně právě ty dosažitelné pro-
story, které vedou až do cíle. Při tomto zpětném procházení se v každém RRi, ve kterém se algorit-
mus navrací, vybere bod (z několika), který bude průjezdním bodem výsledné trajektorie. Celá tra-
jektorie je pak složená z několika dílčích TP a RP (obrázek 3.20). 
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Existuje mnoho dalších plánovačů. Odkazy na ně se dají najít například v [6].  
Jedním z nich je například zřetězení sinusoid nebo polynomů, kde v závislosti na konfiguraci pře-
kážek jsou počítány algebraické rovnice ve vrcholech grafu. Tyto metody jsou ovšem vysoce osci-
lační. Metody využívající fuzzy logiku nebo neuronové sítě jsou sice jednodušší na implementaci, 
ovšem při změně překážek nebo prostoru se musejí „učit“ znovu. 
  
  28 
 
3.3.3 Srovnání plánovačů trajektorie 
Za účelem efektivního plánování trajektorie vozidla je provedeno srovnání plánovačů z hlediska 
základních kritérií. 
 
V [1] bylo srovnáno plánování trajektorie pro RRT, IGPPR a ISSD na stejné mapě se stejnými star-
tovními i cílovými body. Z tabulky je vidět, že RRT je nejrychlejší metoda. Tato informace je 
ovšem neúplná, protože měření pro RRT bylo provedeno 10x a následně zprůměrováno kvůli její 
náhodnosti. Tabulka také nezahrnuje fakt, že při metodě RRT uvíznul strom algoritmu v lokálním 
minimu, a to 16x a musel se rozběhnout znovu. 
 
 
Tabulka 1 [6] 
 
V [6] bylo provedeno srovnání pravděpodonostní metody PRM a metody používající SPT. Z grafu 
závislosti výpočtového času na těsnosti volného prostoru je vidět, že pravděpodobnostní metoda je 




Obr. 3.21 Závislost výpočtového času na těsnosti prostoru pro PRM a SPT [6] 
 
 
Z dosavadních poznatků plyne, že pravděpodobnostní metody nejsou robustní a jsou náhodně ne-
spolehlivé, zato jsou méně časově náročné v dostatečně širokém prostoru. Metody IGPPR a ISSD 
rozdělují prostor na větší buňky a ořezávají tak bohužel volný prostor. Z hlediska spolehlivosti, po-
užitelnosti v jakémkoliv prostoru a náročnosti času pro výpočet je metoda používající SPT vhod-
ným plánovačem.  
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4 Řešení a výsledky 
 
S využitím kinematického modelu z kapitoly 3.2 je srovnána mobilita 2WS a 4WS vozidel. Pro 
plánování trajektorie 2WS vozidla je implementována metoda používající Slice Projection Tech-
nique, která je popsána v kap. 3.3.2. Po implementaci je proveden návrh možného řešení pro 4WS 
vozidlo, které disponuje dalšími možnými pohyby. Na konci kapitoly je provedena ukázka aplikace 
na reálném vozidle.   
 
4.1 Srovnání mobility 2WS a 4WS 
 
Pro účely zhodnocení možností pro plánování trajektorie je vhodné srovnat krajní situace, jakou je 
např. otočka při maximálním zatočení kol. Pro 4WS vozidlo, se nejmenší poloměr otáčení nachází 
na ose vozidla mezi nápravami. Z podobnosti trojúhelníků lze vydedukovat, že u 4WS bude mini-
mální poloměr otáčení 2x menší než u 2WS. Řízení 4WS také nabízí krabí pohyb vozidla, který 
umožňuje vozidlu se pohybovat různými směry, aniž by se měnilo jeho natočení v prostoru. U toho-
to pohybu se všechna kola mohou natočit až do omezení natočení samotného kola, protože jsou 
v daném okamžiku všechna natočena pod stejným úhlem.  
 
 
Obr. 4.1 Výhody 4WS 
 
 
Na obrázku 4.1 (vlevo) je vidět srovnání otočení o 360° u 2WS (2) a 4WS (1) řízení a také (vpravo) 
krabí pohyb u 4WS paralelního parkování. Díky zmenšení poloměru otáčení a možnosti krabího 
pohybu se 4WS vozidlo dokáže v komplikovanějším prostředí dostat do více míst a v kratším čase. 
Na obrázcích 4.2 a) a b) je provedeno srovnání dvou různých konfigurací geometrických vlastností 
(úhel maximálního vytočení kol a rozvor) vozidel, přičemž pro každou geometrickou konfiguraci 
jsou zobrazeny dráhy bodu B (obrázek 3.7) s2 a s1, které vozidlo ujede s 2WS a 4WS (u 4WS užití 
krabího pohybu). 
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Obr. 4.2 Schopnost jízdy do strany 
Vzhledem k tomu, že vzdálenosti l1 a l2, které vozidlo potřebuje k posunu h do boku, se pro různé 
konfigurace liší, je třeba zjistit, kdy je krabí pohyb výhodou. K tomu poslouží rozbor dráhy 1-3 (s1 a 
s2) na obrázku 4.3, kde jsou délky l1 a l2 sobě rovny. 
 
Obr. 4.3 Rozbor dráhy do strany 
 
Následující rovnice jsou odvozeny pro pseudobicykl a bicykl s předním řízeným kolem. Úkolem 
tohoto rozboru je zjistit, na čem závisí délka l1 a l2.  
Délku l1, tj. délku krabího pohybu, zjistíme jednoduše z pravoúhlého trojúhelníku (obrázek 4.3 
s odvěsnami l a h s úhlem q (maximální úhel vytočení kola). Vyjádření pomocí goniometrické 
funkce: 
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Pro 2WS vozidlo je délka l2 značně komplikovanější. Tento pohyb opisuje výseče kružnice o polo-
měru R, dvě stejně dlouhé části dráhy 1-2 a 2-3. Poloměr R je odvozen z kinematického modelu na 
obrázku 3.7 a veličina d je rozvor kol.  
Z obrázku 4.3 nakonec plyne: 
A také: 
Z toho plyne, že  
Po vydělení výrazů pro l1 a l2 je získán poměr mezi potřebnou délkou pro krabí pohyb a pohyb 
bicyklu.  
 
Protože je ale problém vztažen na čtyřkolová vozidla, je potřeba zahrnout i to, že v kinematickém 
modelu na obrázku 3.7 je úhel q pouze na vnitřním kole 1, nikoliv na pomyslném kole A. Místo 
úhlu q je tedy použit úhel qk, pro něž platí podle kinematického modelu 
kde b je rozvor a a je rozchod kol. Po dosazení této rovnice do rovnice 4.2 se rovnice 4.6 pozmění 
na:  
Při dosazení geometrických parametrů vozidla do rovnice 4.8 zjistíme, zda řízením předních i zad-
ních kol získáme větší výhodu či ne, a to tak, že jestliže bude poměr l1 a l2 větší než jedna, pak krabí 
pohyb u 4WS nezvyšuje v tomto ohledu mobilitu. Je nutno dodat, že tento rozbor plní účel právě 
pro vozidla, jejichž tvar nepřesahuje příliš přes kola a které se nepohybuje mezi konkrétními pře-
kážkami. Při řízení vozidla, jehož šířka je mnohonásobně větší než jeho rozchod kol, je krabí pohyb 
obrovskou výhodou.   
 𝑙1 = h ∙ cot 𝜗 (4.1)  
  R = d ∙ cot 𝜗 (4.2)  
 𝑙2 = 2 ∙ R ∙ sin 𝜎 (4.3)  
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(4.6)  
 𝜗𝑘 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡 (cot 𝜗 +
𝑎
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4.2 Implementace Slice Projection Technique 
 
Stručné shrnutí přístupu této metody je v kapitole 3.3.2. Tato metoda vychází z [6] a skládá se pri-
márně ze tří částí. První je preprocessing, který je výpočtově nejnáročnější. Druhá je získání dosaži-
telného prostoru mezi startem a cílem. Poslední část se zabývá zpětným procházením dosažitelného 




Preprocessing se děje ještě před samotným plánováním a nezávisí na počáteční ani koncové poloze 
vozidla, ale závisí na pracovním prostoru a na rozměrech a parametrech vozidla. Tento preproces-
sing umožňuje redukovat úlohu hledání trajektorie vozidla na mapě na úlohu hledání trajektorie 
bodu v konfiguračním prostoru.  Preprocessing se dá rozdělit na 2 části: 
 
Transformace pracovního prostoru do konfiguračního. 
Jak vypadá konfigurační prostor a proč je transformován z pracovního prostoru je na obrázku 3.3 a 
v kapitole 3.1. Poloha vozidla je v konfiguračním prostoru charakterizována pracovním bodem p se 
souřadnicemi x, y a také úhlem 𝜗, který vozidlo svírá s osou x. Tento úhel bude mít v plánování 
trajektorie volitelnou vzorkovací přesnost 𝜗vz, která v ose 𝜗 dělí konfigurační prostor do j rovin. Pak 
chceme-li vytvořit konfigurační prostor CO(x, y, 𝜗), musíme pracovní prostor P(x, y) rozšířit o třetí 
dimenzi s úhlem 𝜗. V každé rovině CO(𝜗j) se přičte k překážce pomocí Minkowskiho sumace vozi-
dlo jako na obrázku 3.4. Pro výpočet CO je použita funkce Minksum (viz oddíl konfigurační prostor 
v kapitole 3.1). 
 
 
Kde výstupem funkce je 
S – výsledné pole bodů konfiguračního prostoru v 𝜗j 
 
a do proměnných jsou dosazeny 
A - pracovní prostor 
B - prostor, který zaujímá vozidlo natočené pod úhlem 𝜗j. Tento prostor je ještě převrácen podle 
středové souměrnosti se středem v referenčním bodě vozidla. 
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Obr. 4.4 Minkowského sumace vozidla v pracovním prostoru 
 
Na obrázku 4.4 je konfigurační prostor (světle šedá plocha) CO(𝜗j = 0), neboli výsledek S Min-
kowského sumace vozidla 11x20 (tmavě šedá plocha) s jednoduchými překážkami (oranžová barva) 
umístěnými v pracovním prostoru (s dodatečným umělým ohraničením mapy). Oranžová plocha je 
množinou A a tmavě šedá plocha je prostor, který zaujímá vozidlo (po převrácení podle středové 
souměrnosti je získána množina B).  
 
Pro jednoduché tvary vozidla se dá preprocessing optimalizovat tak, že tvar vozidla bude pouze 




Obr. 4.5 Zjednodušení vozidla pro Minkowského sumaci 
 
Pro výpočet CO je vytvořena funkce: 
 
function [CO] = getCO( Vehicle, Center, Map, Degree) 
 
Vstupy: 
Vehicle - bitmapa obsahující body vozidla 
Center - poloha bodu B vycházející z kinematického modelu viz kap. 3.2 
Map - pracovní prostor 
Degree - úhel vzorkování 𝜗vz 
Výstupem je trojrozměrný prostor CO. 
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Konfigurační prostor pro rotační pohyby 
Abychom mohli bodem charakterizující vozidlo pohybovat v celém konfiguračním prostoru i v ose 
𝜗 (viz obrázek 3.3), je nutné vykonávat RP. Právě proto je třeba získat volný konfigurační prostor 
COrot(x, y, 𝜗) pro rotační pohyb.  
Pro vytvoření COrot(𝜗j) se sečte CO(𝜗j) a CO(𝜗j ± 𝜗vz), které je posunuto o q(x, y)-p(x, y), což vy-
plývá z algoritmu 1 uvedeného u metody používající SPT v kapitole 3.3.2. Situaci si lze představit 
tak, že s každým bodem překážky v konfiguračním prostoru vykonáme daný rotační pohyb, jako 




Obr. 4.6 Konfigurační prostor pro rotační pohyb 
 
Na obrázku 4.6 je vidět, že body z obrázku 4.4 jsou doplněny o body posunuté rotačním pohybem 
vlevo dopředu, kolem osy otáčení vozidla. Tento vzniklý prostor je při plánování použit pro rotační 
pohyb vlevo dopředu a to tak, že pokud při plánování trajektorie aktuální bod (vždy referenční bod) 
nenáleží konfiguračnímu prostoru (tzn. nachází se na bílé ploše na obrázku 4.6), může vozidlo tento 
pohyb vykonat. 
 
Pro hledání trajektorie jsou použity čtyři základní rotační pohyby: 
 
1. Vlevo dopředu  
2. Vpravo dopředu 
3. Vlevo dozadu 
4. Vpravo dozadu 
 
Tyto základní pohyby využívají minimálního poloměru otáčení, aby bylo využito maximálních otá-
čivých schopností vozidla.  
 
Funkce, která vytváří COrot s rotačním pohybem např. vlevo dopředu, je: 
 
function [ COrotFL ] = getCOrotFL( CO, Degree, Radius, Side ) 
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Vstupy:  
CO - již vypočítaný konfigurační prostor 
Degree - úhel vzorkování 𝜗vz 
Radius - minimální poloměr otáčení vozidla 
Side - informativní hodnota o velikosti nejdelší strany pracovního prostoru 
Výstupem je konfigurační prostor COrot(x,y, 𝜗). 
 
Protože rotačním pohybem může být i zatáčení s poloměrem křivosti větším nebo proměnlivým, je 
možné tento pohyb zakomponovat tak, že jeho trajektorii zdiskretizujeme a užijeme stejný postup 
jako u rotačních pohybů s konstantním poloměrem zatáčení. 
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4.2.2 Získání dosažitelného prostoru (RR) 
 
Vyhledávací algoritmus je založen na prohledávání konfiguračního prostoru střídáním RP a TP, 
které spolu tvoří tzv. sekvenci a běží od cílové pozice vozidla ke startovní. Před každou novou sek-
vencí se kontroluje, jestli již algoritmus nalezl start. Na počátku je pouze jeden bod obsažený 
v dosažitelném prostoru a tím je cíl, jeho hodnotou je číslo 1. Pro nový dosažitelný prostor je použit 
následující algoritmus, jehož výstupem je kromě RR i historie (HISTORY), která je využita ve třetí 
části metody. 
 
Základní algoritmus pro získání RR: 
 
1) i = 0; 
2) HISTORY = [0; 0; 𝜗final]; 
3) while RR(qinit) = 0 
4)    i ← i + 1; 
5)    K ← count RRi; 
6)    for s = 1 : K 
7)        P(s) ← line(RRi, s, 𝜗i); 
8)        while  P(s) ϵ COfree  
9)            RR(P(s)) = i; 
10)            if P(s) ϵ COrot-free 
11)                Prot ← P(s) + ∆rot; 
12)                if RR(Prot) = 0 
13)                   RR(Prot) ← COL + rot; 
14)                end 
15)            end  
16)        end 
17)    end 
18)    HISTORY ← add[rot; i; 𝜗i+𝜗rot]; 
19) end 
20) return HISTORY, RR. 
 
Popis algoritmu: 
Napřed je definována proměnná i a matice HISTORY. Algoritmus obsahuje hlavní smyčku s pod-
mínkou while, která kontroluje, zda byla nalezena cesta mezi cílovou a počáteční souřadnicí. Pro-
měnná K je počet bodů RRi (body již navštívené s indexem i). Přičemž při prvním běhu algoritmu je 
v RR pouze jeden bod (cílový) a K je tudíž na počátku rovno číslu 1. Následuje cyklus for, který 
rozšíří RRi translačním pohybem pomocí funkce line(RRi, s, 𝜗i), tedy přímky P, pod úhlem 𝜗i, tedy 
úhel do kterého se vozidlo dostane předchozím rotačním pohybem. V prvním kroku algoritmu je 
tento úhel roven úhlu vozidla v cílovém bodě (výchozím bodě algoritmu). V cyklu for je vnořená 
smyčka while, která zapisuje číslo i postupně do i-tého dosažitelného prostoru po přímce P(s), do-
kud body přímky náleží volnému konfiguračnímu prostoru COfree.  
Část 10-15 je obecně pro jakýkoliv rotační pohyb, který si zvolíme a kterých může být (v kódu je) 
více za sebou. První podmínka if kontroluje, zda může být rotační pohyb vykonán, tedy jestli body 
P(s) náleží COrot-free. Pokud je možno rotační pohyb uskutečnit, je vypočtena souřadnice, kam se 
vozidlo tímto pohybem posune, a to sečtením souřadnice P(s) a ∆rot  (∆rot je posun při vykonání ro-
tačního pohybu). Druhá podmínka if jen kontroluje, zda už se na dané místo již algoritmus nedostal 
jiným z pohybů. Při splnění neobsazenosti RR (Prot) se do tohoto RR zapíše hodnota COL+rot, což 
je součet sloupců již vytvořené matice historie a rot (definované číslo rotačního pohybu). 
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V 18. kroku algoritmu se připíše do historie rotace rot, číslo i a nový úhel po vykonání rotace 
𝜗i+𝜗rot, kde 𝜗rot je úhel o který se vozidlo otočí při rotačním pohybu. 
 
Obr. 4.7 Tvoření historie 
Historie na obrázku 4.7 je tvořena algoritmem se dvěma rotačními pohyby. 
 
Po dokončení algoritmu jsme získali RR a také historii. RR je mapou bodů, do kterých se může vo-
zidlo dostat a historie nám říká, jaká posloupnost pohybů k tomuto bodu vede. Účelně algoritmus 
prohledává konfigurační prostor od cíle ke startu pro případy, při kterých by vozidlo příliš vybočilo 
z dráhy nebo bylo jinak přinuceno ke změně trasy, a ponechává tak část RR stále použitelnou pro 
případné opakování vyhledání cesty. 
 
Obr. 4.8 Získání RR 
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4.2.3 Zpětné procházení dosažitelného prostoru 
 
Tato část implementované metody je posledním článkem vyhledávacího algoritmu a jejím cílem je 
poskládat trajektorii pohybu. Výstupem bude matice posloupnosti pohybů zvaná MOTION, která 
ponese informaci o natočení kol v závislosti na ujeté dráze.  
 
 
Algoritmus zpětného procházení dosažitelného prostoru: 
1) q = qinitial; 
2) i = RR(qinitial); 
3) while i ≠ 0 
4)        P ← line(q, 𝜗i); 
5)        s = 1; 
6)        while  P(s) ϵ COfree 
7)            if HISTORYi,2 = rot 
8)                Prot ← P(s) - ∆rot; 
9)                if RR(Prot) = HISTORYi
-1
 
10)                   L ← abs(q, P(s)); 
11)                   q = Prot; 
12)                break 
13)                end 
14)             s = s + 1; 
15)             end  
16)          end 
17)    MOTIONi ← [rot; L]; 
18)    i = HISTORYi
-1
; 
19)    end 
20)    return MOTION. 
 
Popis algoritmu: 
Na rozdíl od předchozího algoritmu je výchozí poloha qinitial (počáteční souřadnice) a proměnná i 
má na počátku hodnotu RR(qinitial ). Hlavní smyčka while kontroluje, zda se algoritmus dostal do 
konečné polohy qfinal, tedy na první sloupec historie. Pomocí funkce line vytvoříme body přímky P, 
seřazeny směrem od bodu q pod úhlem 𝜗i. Proměnná s je použita ve vnořené smyčce while jako 
pořadové číslo bodů přímky P. Ve vnořeném cyklu je podmínkou while ověřeno, zda body přímky 
obsahují v RR stále hodnotu i. Část 7-15 je v kódu tolikrát, kolik máme definovaných rotačních po-
hybů rot. První podmínka if zjišťuje, který z definovaných rotačních pohybů rot jsme při získávání 
RRi použili a právě pro ten provede další kroky. Bod Prot získáme obdobně jako v předchozí podka-
pitole, pouze prohodíme znaménko. Následně podmínka if kontroluje, zda algoritmus nalezl bod, ve 
kterém se při použití rotačního pohybu dostane do RR-1. 
Je-li tato podmínka splněna, spočte se vzdálenost L, kterou takto urazí vozidlo mezi body q a P(s). 
Výchozí bod q můžeme přepsat na Prot a přerušit vnořenou smyčku while. Než algoritmus začne 
další cyklus, zapíše do matice MOTION druh rotačního a vzdálenost translačního pohybu. Proměn-
ná i se přepíše na hodnotu HISTORYi
-1, což je sloupec, ze kterého v historii vznikl i-tý sloupec, jak 
je ukázáno na obrázku 4.9. 
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Obr. 4.9 Historie pohybů 
 
Algoritmem jsme získali matici pohybů MOTION. Tato matice představuje nejkratší trajektorii, 
která leží mezi startem a cílem, protože algoritmus vybírá trasu těsně za překážkami. To ale není 
zdaleka jediné řešení, protože díky RR a historii lze získat téměř vždy celou řadu dalších možných 
trajektorií. Tento algoritmus lze například upravit tak, že je vybírána trasa s největším odstupem od 
překážek za účelem, aby byla výsledná trajektorie mnohem více bezpečná. 
 
 
Obr. 4.10 Zpětné procházení dosažitelného prostoru 
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4.2.4 Řízení rychlosti a natočení kol 
 
Výstupem z algoritmu v kapitole 4.2.3 je matice pohybů MOTION, která udává tvar trajektorie. 
Tento tvar je interpretován podle toho, jak uživatel definoval trajektorii každého RP a jaké pořado-
vé číslo rot jim bylo přiřazeno (rot = 1, 2, … až k, kde k je konečný počet RP). Od toho se odvíjí, 
řízení rychlosti a natočení kol. Každé sekvenci pohybů odpovídá jeden sloupec matice MOTION. 
 
 
Obr. 4.11 Matice pohybů MOTION 
Na obrázku 4.12 a) a b) je vidět průběh rychlostí kol nápravy B a natočení řídícího kola δF (viz ob-
rázek 3.7) na trajektorii, ve které jsou uvažovány dané RP na obrázku 4.13 a). 
Na obrázku 4.12 a) jsou v časové ose poskládány rotační a translační pohyby přímo za sebe, což 
způsobuje negativum, že např. v čase t = 5s je řídícímu kolu vnuceno skokové otočení. Důsledkem 
toho, jak je vidět na obrázku 4.12 d), je napětí na řídicím motoru v okamžiku skoku nekonečné, 
dochází k saturaci napětí řídicího motoru a objevují se nežádoucí vlivy jako vychýlení z kurzu, de-
struktivní účinky na konstrukci vozidla nebo smyk na vozovce. 
Řešením tohoto problému je ve vložení časových úseků s nulovou rychlostí náprav do trajektorie 
tak, aby se řídící kolo stačilo za tento časový úsek otočit na místě (obrázek 4.12b)). Natáčením kola 
u vozidla, které stojí na místě, tak předejdeme negativům zmíněných v předchozím odstavci. Díky 
vložení časových úseků s nepohybujícím se vozidlem se ovšem prodlužuje trvání celé trajektorie a 
snižuje průměrná rychlost. 
Nejelegantnějším řešením je (viz obrázek 4.12 c)) použití rotačního pohybu s proměnným natoče-
ním řídícího kola, nejlépe s přechodnicí (obrázek 4.13 b)). Toto řešení se liší od prvních dvou pře-
devším tím, že vozidlo při rotačním pohybu neopisuje kružnici, nýbrž přechod mezi přímkou a 
kružnicí. Druhů přechodnic existuje vícero a jejich geometrie je popsána v [8]. Toto řešení eliminu-
je výše zmíněná negativa, navíc trvá kratší dobu než případ na obrázku 4.12 b), protože při natáčení 
kol do patřičného úhlu se stále přibližuje k cílové poloze, a také neopotřebovává pneumatiky, jako 
tomu je při otáčení kola na místě. Přechodnice v trajektorii ovšem vyžaduje větší prostor pro prove-
dení, tudíž pro úzké uličky (např. obrázek 4.10) není vždy použitelný. Nejvhodněji lze tedy kombi-
novat RP na obrázku 4.13 a) a b) s větší prioritou pro rotační pohyb po přechodnici. Větší priority 
v algoritmu lze dosáhnout tak, že v části 10-15, algoritmu pro získání RR, jsou rotační pohyby řaze-
ny sestupně podle priority. 
 
Rotačním pohybem může být v podstatě jakýkoliv pohyb, který v průběhu nebo po vykonání změní 
natočení vozidla v prostoru. Tento pohyb lze implementovat i opačně, a to z dat naměřených expe-
rimentálně. Nejprve je na motory přivedeno napětí po určitém čase a následně je změřena odezva na 
průběh napětí v podobě úhlu, do kterého se vozidlo otočí, a průběhu polohy vozidla. Úhel je třeba 
nastavit tak, aby dělil 360° nejlépe bez zbytku. Do konfiguračního prostoru pro rotační pohyb je 
zaveden průběh polohy vozidla, následně jsou počáteční a koncové polohy tohoto pohybu zavedeny 
do algoritmu získávání RR. Jakýkoliv pohyb, kromě čistě translačního, je takto možné implemento-
vat do celého plánovače. 




Obr. 4.12 Rychlost a natočení kol na trajektorii 
 
Obr. 4.13 Použití různých RP 
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4.3 Návrh algoritmu pro 4WS 
 
V této kapitole jsou popsány možnosti rozšíření implementovaného algoritmu z 2WS na 4WS. 
 
Na 4WS vozidlo se samozřejmě vždy dá při fixaci natočení zadních kol použít 2WS plánovač, ale 
aby byly využity i zadní kola, lze ho jednoduše upravit tak, aby počítal s větší křivostí trajektorie při 
antiparalelním zatáčení zadních kol. Rozdíl je patrný na obrázku 4.14. Oba dva redukované modely 
opisují při otočení o 90° všemi svými body kružnici se středem v bodě P. Při bližším pozorování 
obrázku lze usoudit, že jednostopý model 2WS vypadá úplně stejně, jako část A-S u 4WS. 
K plánování trasy pro 4WS je pak třeba zaprvé podle podobnosti trojúhelníků spočítat poloměr otá-
čení a zadruhé, je-li referenčním bodem u 2WS zvolen bod B, pak u 4WS je třeba jej posunout do 
bodu S. 4WS vozidlo je pak v plánovači totožné s 2WS vozidlem s řídícím kolem A a zadním ko-
lem umístěném v bodě S. 
 
 
Obr. 4.14 Základní rotační pohyb jednostopého modelu 2WS a 4WS 
 
Extrémním pohybem, který lze u 4WS použít, je krabí pohyb. Při tomto pohybu jsou všechna kola 
natočena paralelně pod stejným úhlem. Vozidlo tedy koná translační pohyb, ale v jiném směru než 
přímém (šikmém). V implementovaném algoritmu, který je pro 2WS, jsou jen přímé translační a 
rotační pohyby.  Pro 2WS nejsou krabí pohyby možné. Přesto lze tento pohyb implementovat tak, 
že ho budeme považovat za rotační, ale úhel rotace nezměníme. V preprocesingu spočítáme konfi-
gurační prostor pro tento pohyb v pouze omezené délce (obrázek 4.16). Volba délky by měla odpo-
vídat délce nejmenšího diskretizovaného rotačního pohybu nebo menší, aby se vyplatilo tento po-
hyb vůbec používat k plánování v úzkých prostorech, kvůli čemuž je vhodné právě tento pohyb 
zavést. Samozřejmě se dá implementovat tak, že natočení všech kol bude mezi sebou shodné, ale 
v čase konstantní či proměnné (obrázek 4.15). Pak už záleží na rozměrech, tvaru vozidla a limitu 
natočení kol. Ale aby byly krabí pohyby co nejlépe využity, je lepší počítat s konstantním, maxi-
málním vytočením kol. 
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Obr. 4.15 krabí pohyb dvoustopého modelu s a) konstantním a b) proměnným natočením kol 
 
Pro výpočet konfiguračního prostoru krabího pohybu použijeme stejný princip jako u obyčejného 
rotačního pohybu (kap. 4.2.1). Na každý bod překážky se obtiskne půdorys vozidla otočeného o 
180°. Následně se tyto body posunují pohybem, pro který tento prostor počítáme, také otočeným o 




Obr. 4.16 Konfigurační prostor krabího pohybu 
 
Do plánovače lze zahrnout jakýkoliv pohyb, který si uživatel nadefinuje. Je třeba zvážit, jestli se 
vyplatí s nadefinovaným pohybem počítat, jelikož více druhů pohybů zvyšuje výpočetní nárok. Na-
příklad plynulý přechod z krabího pohybu na klasický rotační najde uplatnění jen v ojedinělých 
případech a zatíží celé vyhledávání, nehledě na to, že zvyšuje mobilitu vozidla jen ve zcela výji-
mečných případech rozložení překážek. Daleko rozumnější je počítat s tím, že při přechodu z krabí-
ho pohybu na rotační je celkem rychlé řešení otočit kola pouze na místě, nikoliv za pohybu. 
Při pohledu na rozdíl mezi obrázkem 4.15 a) a b) je jasné, že komplikovanější pohyb b) potřebuje 
větší prostor pro dosažení stejné polohy jako pohyb a). Je potom na uživateli, zda je nutné zahrno-
vat přechod mezi přímým a krabím pohybem, či mezi krabím a rotačním, když krabí využije méně 
často.  




Pro aplikaci naprogramovaného algoritmu byla zkonstruována motorka z lega Mindstorms, vybave-
na dvěma hnanými koly, řízením předního kola a ultrazvukovým senzorem na měření vzdálenosti 
na jejím boku. V této kapitole je popsána aplikace algoritmu na všeobecné vozidlo a také konkrétně 
na motorku z lega při automatickém parkování. 
 
4.4.1 Aplikace na vozidla 
 
Použití algoritmu je vhodné právě pro vozidla s neholonomní kinematikou, jakými čtyřkolová vozi-
dla jsou. Použití této metody je ovšem možné i pro vozidla, které mohou konat jakýkoliv pohyb 
v rovině. 
 
Nejprve je nutno definovat tvar vozidla. Nejjednodušší je ho považovat jako jednoduchý obdélník, 
ale lze i jednoduše zakreslit jeho přesný obrys pomocí grafického editoru, jakým může být např. i 
malování ve windows. Důležité jsou pak prázdná (bílá) místa v obrázku, které dále v algoritmu nej-
sou zbytečně počítány. Souřadný systém vozidla je umístěn v jeho levém zadním rohu, osa x směřu-
je do šířky a osa y do délky.  
Při aplikaci na vozidlo je potřeba definovat, jaké pohyby kromě přímého translačního mají být do 
plánování zahrnuty. Pro jejich zakomponování do algoritmu je třeba nejdříve určit referenční bod na 
vozidle. Nejjednodušší bod je pro 2WS vozidlo střed zadní nápravy, protože při rotaci opisuje kruž-
nici, a je celkem snadné spočítat průběh polohy tohoto bodu při vykonání pohybu. Taktéž je snadně 
odvoditelné natočení vozidla v závislosti na poloze nebo ujeté dráze. Máme-li 4WS vozidlo (polo-
měr otáčení je zhruba dvakrát menší než u 2WS), je vhodné použít model jednostopého vozidla a 
redukovat vozidlo na pseudobicykl, popsán v kapitole 3.2, a za referenční bod u 4WS považovat 
střed S obdélníku, tvořeného koly vozidla (viz předchozí kapitola). Pro tyto pohyby je nutno spočí-
tat konfigurační prostor pro rotační pohyb podle kap. 4.2.1. Následně zařazením tohoto pohybu do 
algoritmu pro získání RR v kap. a do zpětného prohledání v kap. 4.2.3. Algoritmus tak nakonec 
hledá ve stavovém prostoru trasu právě zvoleného referenčního bodu. V závislosti na vlastnostech 




Obr. 4.17 Motorka z lega, CAR4 
 
Aplikace na motocykl od firmy Lego Mindstorms: 
Protože cílem je plánování pro jednostopý kinematický model, je aplikace algoritmu prováděna na 
motorce, obrázek 4.17. Pro potřeby automatického parkování je vhodné použít rotační pohyby 
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s nejvíce vytočeným předním kolem, aby se motorka co nejrychleji dokázala nasměrovat do parko-
vacího místa. U motorky jsou proto v algoritmu použity čtyři základní rotační pohyby. Liší se podle 
toho, jestli se při nich motorka pohybuje kupředu či dozadu a také jestli je řídicí kolo vytočeno vle-
vo či vpravo. Dohromady tedy tvoří použité rotační pohyby dvě na druhou možností, jak lze 
v prostoru motorkou otočit.  Referenčním bodem je zde bod B na obrázku 4.18, který je středem 
zadního kola. 
Záznam o hloubce parkovacího místa je zjištěn ultrazvukovým senzorem označeným S4, umístě-
ným naboku motorky. Umístění senzoru musí být zapsáno do souřadného systému motorky a při 
projíždění podél parkovacího místa je poloha senzoru odečtena od hloubky, která je posléze zapsána 
do mapy.  
Rozměry motorky jsou určeny ve stavu, kdy je řídicí kolo v přímém směru, a jsou pouze tvaru jed-
noduchého obdélníku. Řídicí hlava (uchycení předního kola) s předním kolem se celá natáčí a pro 
větší přesnost by bylo možné jako tvar motorky brát jen celou plochu, kterou zaujme hlava při otá-
čení, anebo jen části této plochy použít v každém ze čtyř různých rotačních konfiguračních prosto-
rů. Tím bychom dosáhli nejvyšší přesnosti, co se týče vyhýbání překážek. 
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4.4.2 Řízení motocyklu od firmy Lego Mindstorms 
 
Motorka je řízena pomocí skriptu v Matlabu, který nejdříve provede resetování pozice řídicího kola 
do přímé pozice, následně s motorkou projíždí kolem parkovacího místa a zapisuje hloubku z ultra-
zvukového senzoru, po zvolené vzdálenosti zastaví. Následuje volání implementovaného plánovače, 
jehož výstupem je sekvence pohybů. Pro každou sekvenci je následně vytvořen průběh napětí na 
motorech A, B a natočení motoru C v závislosti na ujeté vzdálenosti.  
 
Připojení a důležité vlastnosti periferií 
Předně musí být Motorka připojena k PC pomocí výpočetní jednotky NXT brick, která je terminá-
lem mezi jejími periferiemi a Matlabem na PC. Současně slouží tato jednotka jako zdroj energie, 
spotřebovávané převážně motory. Do NXT brick je přes USB nahrán software, díky němuž je mož-
né v prostředí Matlab posílat a přijímat signály z motorů a ultrazvukového senzoru. Tento software 
je volně dostupný v [9], kde je uveden popis prerekvizit ke správnému fungování. NXT brick dis-
ponuje také bluetooth komunikací, kterou se ale ne vždy podaří kompletně spárovat s PC, proto je 
motorka při experimentu stále připojena přes USB kabel, přesto software vyžaduje zapnutí i blueto-
oth, i když přes něj nelze posílat informace.  
K výpočetní jednotce NXT brick jsou připojeny 4 periferie. Jsou to motory A, B (hnací) a motor C 
(řídicí), jež jsou připojeny na stejnojmenné porty, a ultrazvukový senzor připojený na port 4 (viz 
obrázek 4.18). 
Do motorů lze posílat hodnotu napětí v procentech kladné a záporné hodnoty, a nastavovat režimy 
brždění nebo limit otočení. Přijímat lze polohu z enkodéru zabudovaného v motoru ve stupních 
s přesností jednoho stupně. Existuje několik příkazů upravujících vlastnosti motorů a senzorů (např. 
vynulování aktuální hodnoty enkodéru), které jsou popsány v [10]. Motory A a B jsou softwarově 
spojeny příkazem z Matlabu tak, že vytvořený regulátor v NXT brick udržuje natočení obou motorů 
stejné. 
Ke správnému přistupování k ultrazvukovému senzoru je nanejvýš vhodné jej pro získání hodnoty 
otevřít příkazem a po přečtení hloubky jej ihned příkazem zavřít, aby v něm nezůstaly uloženy 




Pro snímání parkovacího místa je na motory A a B přivedeno napětí a nastaven limit vzdálenosti 
přepočten na úhel motoru, neboli vynásoben změřeným koeficientem ve stupních na centimetr ob-
vodu kola. Obdobně je pro naplánovanou trajektorii vždy při přímém translačním pohybu přivedeno 
napětí s příslušným znaménkem prováděné sekvence a nastaven limit vzdálenosti přepočtený na 
úhel. 
Pro rotační pohyby je vždy vložen časový úsek, ve kterém je řídicí kolo otočeno před rotačním po-
hybem a po něm zpět, jako na obrázku 4.12 b). Již z autoškoly je známo, že parkování je optimální 
při natočení do úhlu 45°. Proto je plánovač nastaven tak, že konfigurační prostor je rozdělen po 45°. 
Je-li znám rozvor a maximální natočení kola, lze odvodit pomocí funkce kotangens poloměr otáče-
ní. Limit ujeté vzdálenosti (natočení) motorů A a B bude tedy výseč 45° kružnice, kterou vozidlo 
při rotačním pohybu opisuje. Tyto vzdálenosti je vhodné ověřit experimentálně. 
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Obr. 4.19 Změřená hloubka parkovacího místa a umístění cílové pozice; nalezená cesta 
k zaparkování 
Určení polohy k zaparkování 
Po skenování parkovacího místa (vozidlo dorazilo do polohy 1 na obrázku 4.19) je zjištěno, kolik 
volného místa je k dispozici, a je-li dostatečně velké, pak je do něj umístěna cílová poloha (refe-
renční bod vozidla v poloze  2 na obrázku 4.19) tak, aby vozidlo nevyčnívalo z místa a také aby 
před ním zbylo dostatečné místo. Jelikož změřené veličiny (rozměry místa a vozidla) jsou zao-
krouhleny na centimetry, je při umísťování cílové polohy počítáno s bezpečnostní zónou od překá-
žek o nastavitelnou hodnotu. 
 
Konečné zaparkování 
Výsledná cesta nalezená implementovaným algoritmem v prostředí MATLAB je vykreslena na 
obrázku 4.19 vpravo. 
K tomu, aby bylo možné úspěšně použít algoritmus k podélnému parkování, je třeba odladit chová-
ní výstupu na hřídelích kol. Motory z lega mají totiž neodstranitelnou vůli při otáčení, která se nega-
tivně odráží na řídicím kole a tím pádem výrazně ovlivňuje vychýlení z plánované trajektorie. Tento 
problém je vyřešen tak, že při navrácení řídicího kola do přímé polohy je motor natočen o něco ví-
ce, než je třeba, aby tak tuto vůli vykompenzoval. U úlohy podélného parkování, kdy se střídavě 
otáčí směr řídicího kola vlevo a vpravo, se kompenzace vůle při každém sudém otočení vždy vyru-
ší, tudíž se nadměrné pootočení motoru nekumuluje. Navíc je vůle vždy při pohybu vymezena do 
maxima, protože jsou přední a zadní kolo sloučeny softwarově, ale podle kinematického modelu 
mají být s různými rychlostmi, což vyvolá přibrždování jednoho z kol. Při obecné úloze kompliko-
vanější trajektorie je potřeba zpětné vazby, která by regulovala natočení vozidla v prostoru a směr 
pohybu. Vychýlení z polohy je menší problém než vychýlení z kurzu. Při přepočítávání trasy kvůli 
vychýlení z polohy je možné použít velkou část již vypočtených dat pro razantní urychlení výpočtu 
nové trajektorie. Problém s vůlí se dá na postavené motorce také omezit přidáním převodů, jejichž 
poměr ozubení způsobí zmenšení vůle právě v tomto poměru, ovšem vůle zcela nezmizí a ještě se 
přidá vůle mezi ozubenými koly. Při absenci zpětné vazby je také možno v průběhu trasy řídicí kolo 
kalibrovat jeho vytočením do jeho úplného omezení. 
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Obr. 4.20 Konečná poloha motorky po zaparkování 
49   
 
5 Závěr 
5.1 Shrnutí výsledků 
 
Popis plánování trajektorie vozidel byl pojat jak z obecného, tak z konkrétního hlediska. Byly uká-
zány hlavní rozdíly mobility čtyřkolového a klasického dvoukolového řízení vozidla. Vhodná me-
toda plánování byla aplikována na reálném vozidle v algoritmu určeném k automatickému parková-
ní. Pro rozšíření i na vozidla se všemi řízenými koly bylo navrženo nadstavení předložené metody, 
umožňující uplatnit výhody řízení všech čtyř kol. 
K plánování trajektorie byla v této práci provedena rešerše, ve které je popsán kinematický model 
vozidla jednak s předními a taktéž se všemi čtyřmi řízenými koly. Převážná část rešerší popisuje 
přístupy k prohledávání map a plánovaní trajektorie. Plánovačů trajektorií existuje celá řada a 
všechny jsou vhodné pro různé typy map. Metoda používající SPT (Slice Projection Technique) 
ovšem dosahuje nejlepších výsledků i v úzkých prostorech, protože nevynechává volná místa tolik, 
jako ostatní řešiče. Tato metoda je na rozdíl od jiných stabilní a nezávisí na náhodném čísle. Při 
opakování výpočtu se proto dosáhne vždy stejného řešení.  
Součástí popisu kinematického modelu je porovnání mobility mezi čtyřkolovým a dvoukolovým 
řízením. Výhody řízení všech čtyř kol jsou převážně ve dvojnásobném zmenšení poloměru otáčení, 
jinými slovy se vozidlo otočí do protisměru dvakrát rychleji, než kdyby byla řízena pouze přední 
kola. Další zásadní výhodou je, že se vozidlo dokáže pohybovat šikmo do boku, aniž by se muselo 
jakkoliv otáčet. Naproti tomu případy, kdy jsou kola otočena tak, že vozidlo cestuje do boku a sou-
časně se otáčí, najdou také využití, ale dostupnost stísněných prostorů se díky nim nezvýší takřka 
vůbec. 
Pro řízení všech čtyř kol postačí upravit poloměr otáčení a použít plánování pro dvoukolová vozi-
dla. K využití dalších kinematických možností lze přidat pohyby do boku, které by samozřejmě 
navýšily dobu výpočtu, ale zlepšila by se mobilita v komplikovanějším prostoru. Tento pohyb má 
valný vliv pouze u úzkých prostorů, kde se vozidlo pohybuje s relativně malou rychlostí. Vhodnost 
tohoto pohybu záleží také na výsledném poloměru otáčení. Je-li malý, pak pohybem v bok příliš 
velkou výhodu plánovač nezíská. Daleko výhodnější je se zabývat plynulostí pohybu, který je pak 
šetrnější k vozidlu. Naštěstí, pokud jsou přední a zadní kola otáčena současně antiparalelně při ja-
kémkoliv pohybu, lze použít algoritmus s řízenou jednou nápravou, jsou-li upraveny pouze dva 
parametry. Natočení předních a zadních kol a dopředná rychlost je u plynulých pohybů generována 
zase stejným způsobem, jako při zatáčení pouze jednou nápravou. Zadní kola jsou pak vytočena o 
ten samý úhel, jen na opačnou stranu. 
Navržený algoritmus byl aplikován na motorku (dvoukolové vozítko s předním řízeným kolem) 
zkonstruovanou z lega Mindstorms. Vozítko projíždí kolem parkovacího místa a odesílá polohu 
společně se signálem z ultrazvukového senzoru po USB komunikaci do Matlabu, ve kterém je ná-
sledně volán implementovaný algoritmus. Ten vypočítá trajektorii, ze které je pak v Matlabu vyge-
nerováno napětí a natočení předního řídicího kola v závislosti na ujeté dráze, jež odesílá přes výpo-
četní jednotku lega do motorů. Výsledná trasa nakonec záleží na velikosti místa a také na tom, jak 
jsou nastaveny odstupy od překážek. Ty se dají jednoduše zvětšit, když jsou fiktivně zvětšeny roz-
měry vozidla použité v algoritmu. Předností tohoto plánovače je, že převážnou část plánování spo-
čítá předem. U úlohy automatického parkování ovšem není terén předem znám a tato část je tedy 
provedena před výpočtem trajektorie. Výhodou je, že není potřeba mapy s velkým rozlišením a celý 
výpočet proběhne rychle, většinou pár sekund. Samotné hledání trasy je pak otázkou řádu desetin 
sekundy. Řídicí kolo motorky má celkem velkou vůli, která se výrazně odráží na jakékoliv řízení a 
je třeba s ní počítat při otáčení vlevo i vpravo. 
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5.2 Možnosti aplikace výsledků a pokračování práce 
 
Aplikovaná metoda lze zobecnit na trojrozměrný model překážek a vozidla, které se pohybuje 
v rovině. Princip použité metody je použitelný pro jakýkoliv tvar vozidla a to dokonce takový, který 
se může v průběhu měnit mezi různými stavy. To je například případ vysokozdvižného vozíku, kte-
rý jezdí mezi regály, nebo vozík zapřažený za vozidlem. Nakonec je možné tyto stavy brát jako 
další dimenzi, ve které probíhá plánování, a tak se hledání trajektorie může týkat vícedimenzionál-
ního prostoru. 
Protože je plánování trasy určeno pro nepohyblivé a neměnné překážky, je nejlepší volbou zpraco-
vat co nejvíce informací už při získání mapy tak, aby byly informace použitelné k opakování nebo k 
novému hledání. K tomu by mohla sloužit předurčená síť průjezdních bodů vytvořená nějakým jed-
noduchým algoritmem, pro které by byla pomocí aplikované metody vypočtena množina možných 
pohybů. Průjezdní body by se pak algoritmem přeměnily v plochy a plánování trajektorie ve zná-
mém prostředí by bylo takřka okamžité a přitom stále variabilní. 
Do algoritmu je také možné přidat proceduru, která při změně překážky upraví pouze dílčí části 
celého výpočtu trajektorie a zkrátí dobu nového výpočtu. 
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4WS Vozidlo se všemi čtyřmi řízenými koly 
2WS Vozidlo se dvěma řízenými koly 
CAR4 Experimentální vozidlo se čtyřmi hnanými i řízenými koly 
CO Configuration Obstacle 
GRSR Goal Reachable Start Region 
IGPPR Intelligent Global Path Planner With Replanning 
IPAS Intelligent Parking Assist System 
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RP Rotační pohyb vozidla 
RR Reachable Region 
RRT Rapidly-Exploring Random Trees 
SPT Slice Projection Technique 
TP Translační pohyb vozidla 
 
 
 
 
 
